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Математический анализ. Ш семестр. 1981-Т982гв. 


Тема Т. Несобственные интегралы. | г 


В прошлом семестре мы изучили интегралы от правильных функций на 
отрезках вк . Напомним, что функция: [а,з|->Е, где = некоторое бана- 
хово пространство, называется правильной, если она есть предел равномерно 
сходящейся последовательности ступенчатых функций. Эквивалентное определе-. 
ние: { имеет односторонние пределы в каждой точке | а, в]. Было доказано, = 
что правильная функция 1 имеет примитивную Я ; Т.о. им непрерывна, на[ а»), 
и ее производная существует и равна 4 всюду, ое счетного числа точек ’ | 

ны точнее, { непрерывна, ый кроме счетного числа точек, и И (х) = О) 30 
всех точках непрернвнооти $ и определена однозначно с точностью С. 
ды (о к - 98)-9@. , 


Заметим, что определение Иа имеет смысл. и когда бункция -. не 


по константы, и по определению 


предполагается правильной, а точки а и в могут равняться 192/при этом тре- 


буется, чтобы примитивная функция Я была, непрерывна в концах отрезка/. 





Мы ограничимся случаем, когда { кусочно правильна; это означает, что су- 


ществует такое конечное подмножество Л<[а,в) $ что $ правильна на, любом 


Хоа У дрен ит рыл: т 


отрезке, не пересекающемся с 5 а Е —_ 
Предложение Т. Пусть [а,в) - отрезок в п ; и :[в>в —> Е - кусочно 
правильная функция. Пусть а = с0< с1< .-: < Сп= В - конечная цепочка то- | 


Е С 


‚ чек. Тогца для суенонания соч необходимо и достаточно, чтобы су- 

ществовал каждый пнтограл (^ “од ‚ив этом уча РА = -2/ “оо. | 
Доказательство. Пусть ей 7: - примитивная буннции на р: Е: | 

Ясно, что можно подобрать такие константы кт,...,Кр_т › ЧТО функция Я й 
равная т К, на [ет с: ] ‚ непрефывна, на, Га, в]. Очевидно, явля- 
ется примитивной на; Гав. ‚и 9) сдео-вед-де та . (С: 29:9 © 
Это доказывает утверждение о достаточности и формулу для | ода! Хх 5 
утверждение о необходимости очевидно. 


Доказанное предложение позволяет ограничиться рассмотрением случаев, 


Е О о 








ве | 
когда, ЕЙ и 4 Иа на, любом [а,с] <[а,в) ‚ либо ЕД и и правиль- у 
на на любом [с,в} < (а,в] ; мы будем бормулифовать все утверждения только 


для первого случая, поскольку на второй всё переносится очевидным образом. 








Предложение 2. /Критерий Коши/ }. 
В первом случае мы будем говорить, что { правильна. на [а,в) ; ясно, что в 
ть случае для интегрируемости 1 на, [а,в) необходимо и достаточно, чтоб-ы. 
[2 9х стремился к пределу при с-?в, и этот предел равен ибо» ‚ 

та п = и о $ я 
Вместо интЕрируема, на [2.в часто говорят, что интеграл ., #2) 2 
сходится. | в“ | 


$ 


— 


мости 4 на, [а,в необходимо и достаточно, чтобы УЕ> 0 Неравенство] 


] , 
| © й 
| с 
< выполнялось при всех си ‚ достаточно близких к в. 


Пусть { правильна на[а,в) . Тогда для м 


Доказательство очевидно. | 
Следствие.Если [а,з) = а - { правильна и ограничена на Га, в) ‚ то | 
интегрируема на [а,в’] . Для доказательства, достаточно применить к 
Проах теорему о среднем. 
Если [а,в] бесконеиен либо $ ноограничена, (1645 часто Вазнвают 
несобственным. Примеры сходящихся несобственных интегралов : И? = 1, 


а 





> 


Е: Все свойства интегралов, рассмотренные В предыдущем аемесиье, с по- 
мощью предельного перехода переносятся на случай несобственных интегралов. 
В частности, формулы интегрирования по частям и замены переменной принима- Г 
ют следующий вид: Интегрирование по частям. Пусть (ху) Ге] - непре- : 
рывное билинейное отображение банаховых пространств вхЕ-—> С а 5. 8 И а, в) й 
—>ЕиЯд: [а,в —>[ - примитивные правильных на [2,з) функций # и 9. . 
т [. 1] = дм, Е. й Тогда, если два из трех выражений 1 и 
Положим 4,9 д. 22:4 50 :. . Тогда, д рех. 79-21“, : 
/ 1 мысл, то ет смысл и третье, и = 
Да #4, Е и, ЧАС имеют омыол т т и . И 
| Ге ИЛ - > РН. 
Замена переменной. Пусть { | Гав” 


| 

ы у / " 

вающая функция, являющаяся примитивной правильной на, [8% в) а + , к. 
А7-2 : } 


а, О - правильная вектор-бункция на 5,48) . Тогдасинтегралев 


- непрерывная монотонно неубы- 





"( | Ё #7 о 
ПРО 4 ола сходитея, то сходится и другой, и они 


ны Е а слушателям. 

Признаки сходимости несобственных интегралов. Понятие сходимости не- 
собственного интеграла обобщает понятие сходимости ряда. В самом деле, со- :. 
поставим каждой посследовательности Ири> < точек Е бункцио 4 {Ч ое)->Е, 
равную Ки на, льлнт) . Легко видеть, что сходимость интеграла |4 (еда 
эквивалентна сходимости ряда и Ки › и значение интеграла равно сумме это- | 
го ряда /докажите ‘сами!/. И НИЯ несобственных интегралов будет па- 
‚ раллельно исследованию рядов. . | 


ь 


— Определение. Говорят, что интеграл | оч абсолютно сходится, если 
сходится | ПФооИае :. 
В редлоаниай Абсолютно сходящийся интеграл сходится и м 4> 1 
< | Че 42. Доказательство сразу вытекает из критерия Коши и теоремы , 
о ан, 
В связи с понятием абсолютной сходимости особый интерес представляют \. 


интелра 
Но 


Предложение 4. Пусть - правильная неотрицательная функция на, 188 в), 

Для сходимости интеграла Я ос необходимо и достаточно, чтобы множес- $ 
зо и. д | Ее: 47% с [4 ›6) 1 было ограничено сверху, и (оч у 
‘равен 5ир этого множества. | 
Предложение 5. Принцип сравнения/. ии Я - правильны на [а, В й 

(х) < 99) в точках непрерывности и й интегрируема на 
ни ‚ то интегрируема и ‚и [ое 3 со. |. 


Доказательства, предложений 4 и 5 очевидны. 









неотрицательных функций. | 
й 
| 


Эталонные функции: Поскольку ие СУНЕЦИИ х® при е# -1 равна, | 
ие о4] ‚ то при а? 0 интеграл 52 * сходится при о <-ги расходит- ] 
ся при %4> -Т, а интеграл [= 2 сходится при. < > -Ги расходится при \ 

0 


‹{<—1 ‚ 


Применения: т. Воли { - невозрастающая неотрицательная бункция на [ео ь 








=4- 


то сходимость ряда 2 эквивалентна сходимости интеграла Й г ее 
/ это’‘интегральный м. Коши сходимости ряда/. Например, т получаем 
другое. ‘доказательствотого, что ряд уже ИР ‘сходится при р? Ги расходится . 
при р= а И - 
_. Принцип сравнения позволяет получать различные оценки для остатков ! 
И частичных суми Ва сходящихся, так и расходящихся рядов. Например, при . 
10. Гимеви 2. р я р = =Ф-РИРЯ 
как в И пункте, последовательность (Х, ыы : А)- т ое 


неубывает и ограничена сверху числом РА) ; ; значит, она имеет подоле 


куй й ка 1 ее) 


. Другой пример: для такой, 





И, и < Иа 
В частности, при А ито получаем, что суцеотвует ии (4 +.) 
| [2 


‘он называется константой Эйлера. 

Для исследования неабсолютно сходящихся интегралов часто полезно при- 
менять интегрирование по частям /этот прием аналогичен суммированию по час-Ё 
тям, применявшемуся выше для рядов/. Мы предоставляем читателям самостоятел 


но сформулировать и доказать для несобственных интегралов аналоги признаков 





`цирихле и Лейбница /см. также задачи/.Разберем только один пример, доказав 


-- о 





у 
СХОДИМОСТЬ интеграла дирихле Ч Достаточно доказать сходимость и 





429 - сос х |+а> 
| м |, ; ; интегрируя по ие видим, что он равен “`х`|/1 а 
+ 92 сосх д, а последний интеграл сходится уже ‚абсолютно. 

Х>. 


Тема я. Интегралы, зависящие от параметра. 
Пусть [а, в] - отрезок в р, - некоторое множество, Е- банахово про-/ 
странство, и - | : | а. ‚в ху—> Е - отображение, такое, что при каждом| УЕ 
функция х—> Рбк,У) интегрируема на, [а, в] + Функция у —> бу) = Сы а 
называется интегралом, зависящим от пареметра. Мы найдем условия," когда. 


10) является непрерывной, диёференцируемой или интегрируемой ф ункцией от у 





и когда дибференцирование и интегрирование можно выполнять " пст знаком ин- 








И О ЕЕ ЕО ЕН И И у 


( 


й 
- дибференцируема в точке ус, и То | уе) Хх, 





-5- 


теграла". Сначала рассмотрим собственный интеграл, т.е. будем считать, что = 
[аз <, и 1 -правильна на ав] при всех у. 

Предложение Т. Пусть | - метрическое пространство, у ё’; предполо-. 
жим, что функции 4 Г. Рес) равномерно сходятся к ту о) при у> Чо" 


Тогда бункция ( непрерывна в точке ус. /Иными словами ‚, условие означа 


‚ет, что отображение у-> 4 (х) Та пространство правильных функций на 


[а,з] непрерывно в Уд /. Доказательство очевидно. 

Следствие /"непрерывнооть интеграла по параметру"/ Если ыы компакт, 
[2,3] с |4 ‚И {: [аз] уе Е - непрерывное отображение, то Лу) не-: и 
прерывно на У . Доказательство:. поскольку [ав] ху - компакт, с. - рав- | 
номерно непрерывна, а значит, удовлетворяет условиям предложения Т. . 

Пусть теперь ь =. [ь,4] - отрезок в р . Производную функции ур . 
(у) /при фиксированном х/ будем называть частной производной + по уи а 


обозначать ) (х,у) ь | з 

Предложение ю. Пусть $ : [а,в) х а Е - функция, удовлетво- йе 
ряющая следующим условиям: /1/ для всех хи у существует частная производ- _ 
ная фу 6) ; /2/для всеху Е [с, |] функции х-—> (5) и хР> 7, 65) з 
правильны на, [а,в] ; /3/ для некоторого уд Е (с, у функции /от х/б у 
равномерно сходятся к 4 . (х,уо) при у —— У. Тогда Функция у | 


Доказательство: используя теорему о среднем и теорему о конечных при- =. 


а олучаем цепочку неравенств: | т ( очей |< | 
ты. Шор ео 2. < р 5 | й и руй 
у ры 


В силу услбвия /37 ‘правая часть стремится к О при у —>уо, что и требуется, 
Следствие. Боли : (х,у) существует на [аз] х р. 

прерывной функцией от (х,У) ‚ то функция (у) дифференцируема: и И . 

= Но х . Доказательство- такое же, как у предыдущего следствия. . 


и является не-‹ 


Предложение 3. /"перемена порядка. интогрирования"/ . сли! функция :. 
непрерывна, на, [а,в} х ,41, во, [ (6524 = ( Фора ах, 


/обе части имеют смысл в силу следствия из предложения и. 








28: = 


Доказательство. Для де т 47 положим Е )= {Лоу [== 


- [16574 и (=) (* Аз) р. . Мы должны доказать, что Еее) | 
(с 


Поскольку 


& еренцируемы на (е, 6) и: Е) = (=) на и .. В силу следствия из 


предл. 1 функция Е: (у) непрерывна, так что Ге) ее У е 2) . С другой сторо- | 
2 


. НЫ, Г(хз= 62) ‚ поэтому в силу следствия из предл. ®, С (2)= 


—_- 


а = (Ч =] (@)= Е ‚ что и требуется. 


Перейдем к рассмотрению несобственных интегралов, зависящих от пара- 


метра, т.е. будем считать, что точка, в может равняться +79, и Тункция х 


|-> (х,у) предполагается лишь правильной на [а,в) и интегрируемой на Га, 3}. 


при всех у ЕМ . В этом случае все предыдущие предложения становятся не- ‚ 


верны. Пример: функции й ‚ показанные на рисунке, равномбно на в го) 


сходятся к 0 при п->ео ‚а интеграл каждой из них равен Т/А. 





я И 
Чтобы исправить положение, введем важное понятие равномерной сходимости. 
Определение .Пусть #: [2,в] х | —> Е такова, что при всех у“ 
функция хН—> ,у) ра ЗИЬНа на, [а,в) и интегрируема на, [а,в] . Говорят, 


что интеграл Т() -( бух сходится рёйомерно -по ус _, если фун- 
\ 


в’—> В. 


Предложение. Рассмотрим одно из предложений 1-3 или. следствий из них. ь 


, 


= ©) = О, достаточно доказать,‘ что функции И И < диё - | 


+. 


НИИ И (у) = (8 Доу к равномерно сходятся к.) (у) при в’ [а,з), ] 
д 


В 


Предположим, что удовлетворяет условиям этого предложения на каждом от- ' 


резке [а,в/] < [а,з) то все входящие в формулировку интегралы по [2,3 


зависящие от параметра у, сходятся равномерно по уЕ\М . Топца это пред- 
ложение выполняется и для Не у) ‘ 
Доказательство. По условию, наше предложение справедливо для функции 


у, (О (у три всех '& [а,в) . Выберем последовательность 


ВТ»Во»«-. ‚Вп»... ТОЧ@К [а,в) ‚ сходящуюся к в.По условию, последователь” ‹ 


ность функций 3 7 (и, .‹; равномерно оС к Е В ( у) ы 














И ь 


— : т ‹ 

применив к этой последовательности соответствующую теорему из`предыпужего 
семестра /о непрерывности, диеренцируемости‘или интегрируемости предела ! 
последовательности бункций/, м: получим требу. ›е утверждение. 


Читателю предлагается подрс ‘чо разобрат: в формулировках и доказа- 


тельствах отдельно для всех слу’ з. Заметим со в формулировке предложе-: 
ния о дифференцировании под зы зеграл. нужно требовать равномер- 
ной сходимости интеграла И ( ) : ‘аточно потребовать равномерной схо-. 


Димости интеграла |4, (Ч) Я ;; равномерная сходимость Лу) будет отсю- } 

да следовать. ы — . 

Прежде чем переходить к применениям, приведем полезное достаточное | 

_ условие равномерной’ сходимости. несобственного интеграла, 
Определение. Пусть ( «8 ]—Е) у - семейство функций, поезиль-,` 

ных на [а,з) . Говорят , Что интеграл и (4х сходится нормально, ес-.. 

ли существует числовая Функция Я, и. на [а,з) ‚ интегрируемая на | 

[в.в] и такая, что 1+ <= 969 для всех хиу. Ия называется Е 


мажоронтой семейства. | 
Предложение. Нормально сходящийся интеграл сходится абсолютно и рав- 





и: их Ре 
Применения: Т. Вычисление интеграла дирихле х 


# с Г) 
-ху БАХ | ИЕН ее 
_ Введем параметр, положив {(х,у) = ® =. Мы вычислим интеграл: 


ь т х я 
6) =. { (к, х ‚ воспользовавшись предложением о дибференцировании 
(4) ` 





` 


номерно по у. Доказательство очевидно. | +52 





под знаком интеграла. Имеем ) =-е ‚. Примитивная Функции 
х—>-е ХУ дих равна 2 ь — АХ [такие примитив 
7 йе 
у ее 
| ( / > Я 
ные вычислялись в 1.5. зе/.1 у интеграл ) у» Хх 


сходится при У О и равен - 9 * Более того, для каждого Уд? 0 
семейство функций хе—> . (х,у) при уе [уе +59) ‘имеет мажоранту 
е75У0,, поэтому интеграл ее 2 / (х,у) д х сходится равномерно И У> 50 
Отсюда следует, что Ту) сходится разномерно при у» уд» и} (у) = р- | 
при у> 0.3Значит, при у 70 16) ы ло у + та а при уз 
ПОТ ее, 

0 


до д 


о о вова лари тустте лес 


=>. 





а ны в каноны есрей ННОВа 





= Ва 


МЫ видим, что У а у —> +402. Значит, = т, и, окончательно, + 
при у>0 ДУ) = Чтобы завершить вычисление, покажем, что‘. 


Тб) непрерывно в точке 0. Для этого достаточно показать, что (У) ревно- 
мерно сходится при у > 0. Оценим остаток Кав,Уу/ = — ой х я вос= 


пользовавшись тем, что | а е` и & я ый а = РА : 


при ху 20, и в по частям: в (х) 
ОР - _ ву. Е ее? | 

откуда, И = 5 = в . Итак, при у >. 0 остаток я е . 

мится к О равномерно по у, т.е. Л (у) сходится о „Значит, а й 


=. Е при УЕР интеграл), 574 х равен =“ ‘59 9 и 956 ва в. 
при у>0, ->м пиу< биОпи уе о /это получается Я замечой = Хх А / 
Это дает еще один’ пример того, что при отсутствии равномерной сходимости 
интеграл может быть разрывной функцией от иараметов,. 


®. Эйлеровы интегралы. а/ Г-функция. Рассмотрим интеграл р __ Вт 


Очевидно, он сходится при х >0. Теорема.При х >20 ГСО = ХМ -4 27 :4 р 


ы 


/определение Г-функции будет напомнено в ходе доказательства/. и 

Обозначим наш интеррал временно через. ГТС) ; для каждого натурального п 
положим П(х, п) = : он Е) сай А [+ . Сделав замену С= И , получим: 
И(, п) = сх, (' (1- С ^х- 1 [- . Для вычисления этого интеграла применим ь 
формул Е с по частям - р рядка. Напомним, что она имеет 


ВИД у то —. ое) Е О и 19 <") Ш. ф 
Е 2 К ке а ЕТ" нии р (1-5) р 


получим, что П(к,п) = хе. .: ЕЕ . По определению, Г(х) = био 
— |. 


о Го) - Го = = би. ие аз (1-2) — 4 “Е | . Лемма, : при | 


9 


в <= < п имеем 0 < НИ С этой леммы 
- (- - Пек = НОЧИ , 


Устремляя п косо ‚ получаем, что ГТС) = ГС) ‚ что и требуется. Осталось 
доказать лемму. Из разложения бункций еУ и (1-у)7 в ряды видно, что при 
0 < __ 1 Е Т+у < еУ < (1-7 ты У=й; получим, что (1 === 
И) И , откуда 0&е - (-Е р. г 1- (+= 
Е ‘= (Л -Ё, >) И. Воспользуемся известным неравенством Бернулли: 
Е >, 1-па ти О а< Т /его легко доказать индукцией, по. и или С н0- 
мощью дибференциального ‘исчисления/. Применяя его ка = > и подставляя 
в последнюю оценку, получаем утверждение леммы. Теорема. доказана. 
| Задача. Обосновав законность И Аи под знаком и 
доказать формулу для производных Г-Функции: Е (= Г ма ря ИА Вы, 
Доказаннная теорема с помощью замены переменных позволяет свести к 
Г-гункции ряд других интересных несобственных интегралов. Например, делал 


} 
| 
Г. 
} 





А ААВ Е РТ. Про ПЗС С ВЫ ва 











в © 


_7 2 
замену = а” ‚ получаем, что Г(х) = .( 2 Г. ета В р. 
йе Е - Че= 1/2, Г(1/2) = И ИНаноний: что г(1/2) = \5Т в силу бор 
о Мулы пополнения г(х)' Г(1-х) А диэСх / - это интег Гаусса. .. 
б/ Бета-функция. Положим В(р›0) = ее (1- Ут рр ; ясно, что 
этот в. и н р> Ои тс О. ори прелотав т 
а 


Ь(р›97=}, и , с2е24 г | 
ый замены перемен ЕЕ т ей Теорема. (р = м при 29%) 
Слелствие. Интеграл (, т ча ии. В мой и ра- | 


вен ГИ ча; фтор), =. г фи при И = п = О мы ВНОВЬ й 
получаем, что, г (1/2 = (9Т.. 


=) ея \ 
Доказательство р Имеем г(+0 ну о ры ы 2. Сделав за- + 
мену += (4+0) по 50 -_ —_ у 
ЕВЕ элНотучиы Инне = й РГ 2 “Ч 
_ Умножив это равенство на © р- н. Е В.о `оТ о О +25, 2, 
‚ получим, что Г(р+ 9)" В(р,9 ) {7 16 О № р+9-1 г ОР -й. 2 т. 
Легко видеть, что если помет в этом а формально порядок интег- | 
рирования, то получится, г().г (4); умы ри обосновать такую замену. | 
Положим Пт = Ми 0. о РЕГ АЕ 1: 6; ; тогда по определению несоб- | 
ственного ‚ инпегоала и {) в. и = ИА И Пт. Ясно ‚, что подинтегральная 


ф г. в П имеет при 9 п) из интегрируемую мажоранту вида "А р Г 
у поэтому можно мови ов ок те и Я имеем: Е 


Ноа в „ОР“е в ли Бер г, 
ИР что о 8 Г( Я ыы Е а р. чт . 


Ясно, что в: в В и 2 от идате о Е 1 их фе: , 
Для, каждого й мы имеем оценку (4, об Че 9) 


а 1 24 Г Гута 4, ин 2 Не 


Я теперь Ноно >0. к и т Е большое К, ы 
чтобы второе слагаемое в правой части (*) стало меньше ©/2 . Ясно, что | 
при достаточно больших п первое слагаемое также станет меньше и это ' 
показывает, что первое слагаемое в Г(5): Га) - По, стремится к О при п->лю, 
Точно такое же рассуждение доказывает, что КОРОВ. слагаемое также стремит- | 
сяк О при п-—>о2 . Итак, Г(р. г(9) - бум По = г(р+) В(», 4) ‚ чо и 
требуется. 
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Тема 3. Локальное исследование функций. Асимптотические разло- 

жения. | }. 

Пусть Х- метрическое пространство, хо - предельная точка Х. Мы будем й | 

изучать повецение гГункций 1 (х) при х—> хо. Знания того, что 2 имеет пре’. 

дел при х—>хо, и даже знания его значения часто бывает недостаточно: на-ь” 

пример , все функции - (х) = Хх, хе И ух стремятся к +2 при’ х—> +22, а 
ет) ы 1) стремится соответственно к Т, +29 и 0. 

Мы будем изучать локальные свойства функций, Дадим точное определение. | 
Для каждого нормированного пространства / обозначим через Е ] множество х 
функций со значениями в ‚ каждая из которых определена в некоторой Исво!. 
ей/ проколотой окрестности точки хо. Введем на ПЕ(У)} отношение эквивалент- 
ности, отжцествляющее две функции, если они совпадают в некоторой окрест- г. 
чости хо. Ясно, что это действительно отношение эквивалентности; множество! 
—классов эквивалентности обозначим через (у) . Свойство Функции из ИРУ) 
| или отношение между функциями называется локальным ‚, если оно зависит 
| только от классов эквивалентности входящих в него функций, Таким образом, 
‚ рассматриваемые далее отношения будут по-существу отношениями на (И 5: 
мы будем обозначать одинаково функцию из 4 ) и ее класс эквивалентности |: 
| В Не (\). Пример: на К определено отношение частичного порядка < ; в ы 
| 






ие ие 


паке 


< 










— 


‘терминах функций, © < „означает, что 45) < 9) в некоторой окрестнос 
ти хо. Пространства тиц, Не, часто оказываютбя полезными в анализе и 
алгебре. Отметим, что (Ув отличие от №@(\/], естественно наделяется 
структурой векторного пространства. 
Слабые отношения. 
Всюду в дальнейшем для Че Не(\) через ИП обозначается функция хН-УР 
4 из (П.) /а не число, как раньше/. | 
| Опр. Пусть фе (И), йе ес) . Мы пишем 154 /при х—” хо/ и го- : 
ворим, что подчинена 0’, если || 1 [в 24 


К 


еси тм 


{ 


р) для некоторого >о И 
/иными словами, это значит, что | И Зара [Со в некоторой окрестности 
хо/. Примеры: Т/ пля любого скаляра а # 0 отношения < И + 5 [И г. 
эквивалентны; в частности, 2 5 . ея, 5 Т означает, что 4 огр ниче-!* 
на в некоторой окрестности Хо. 3/ АРХ 5 бдмх при х—*+92. 
4/ ху < ху при (х,у) —> (О.в | ыы 
Формальные свойства : Иа 9) 95} = 45 А й р 
| 4+4 59 /заметим, что из - А 9л- 2. ^9 не следует «+25 
. 59449 /. 3/ Если бу). [9 - непрерывное билинейное отображение | 
: нормированных пространств \Мх м М Ис Че). {24 (4), 24592: МО 
$ и 5 А ‚ то [41 5 9482, ь 
А ое У (\/) И а. 173 „ если; и и 951 р 
Ясно, что это- отношение эквивалентности на 12 (|/) и (т Примеры: _ . 
Т/ Дия Е 96 ([Р) имеем 4%4=> За>0, 8>0 такие, что д & ГЕ" 


Е 
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аа 


в. некоторой окрестности хо д | № ограничена в некоторой окрестности 

хо. Говорят, что 4 логариймически опраничена ть некоторой окрестности хо. 

8/ При # О многочлен а, ем 5 хп при х> 02 ‚ 3/ При х-=+е2 

©М тер ох . 4/ ха + ху + Ух у № + у? при (.уу—= (0,0) : в [22 а’ 

ху и. х® + у р 
Отношения : называются слабыми. Функции фи и слабо сра. 


внимы, если либо “59 ы ‚ибо й 5 сх Пример не слабо сравнимых Функций: 
Ти х' бАмх при х— | 
р отношения. | 

Опр.Пусть ее, 4 Е Не (и) . Мы. пишем {59 /при т хо/_ и гово- 
рим, что 4 пренебрежимо 7 сравнению с 9 ‚ если ||| # || 2 28) для 
любого > О ВЫ Т/ для в сКаляра а # 0 Ш р 
{< 0.9 эквивалентны р« р с. те 2=0О в некоторой 
р НС ттоСтИ хо. 2/: р Ру 8 волиь() Ре [4 ис< |. 
то х^<< ХР при _ } ах еХ при ое. 4/ х® ух [+ м Н 
при (; (х ‚У) 0 ‚0)) в [С Формальные м - 754 < —>. ра. | 
(аналогично, +5 | =. и’ /.2/ хм сео 460= О 
3/ если: «94» 42. 492 › то [1 И 92. | а 

Предложение-оп — еление. Отношение ры и " есть отношение эквива ‚ 
лентности в ОМ. Оно обозначается’ через а Имеем {и 9=459. к 

ок-во:.Рефлексивность очевидна. Проверим симметричность: имеем 4- «$! 


=> УЕ>0 [1.269 - &[<=| [63| В т. окрестности хо. С помощью не- № 
равенства о-ва т следует, что (4- о) 9 = [9691=—>> 159 “ 








> - + < —#-9< . Попутно мы доказали, что ф^>29 => 27. 
Проверим ое ыы а: +- 12 Я— 494219. 
Но мы уже доказали, о 49 52 " Поэтому -| < ‚ чи тревыо 


ыы Е 
й Примеры: Т/ если а - ненулевая константа, г 4-4 = о : | 
5 При ‚ао #& О многочлен аси ое ча У арх” зе ха. / (1+4 ) | 
"Длхлуиктри х—> ео, 4/ ей - та о: В Вообще, если # о 
рронцируемо в. точке хо и $‘ Со) #0, то 40= 2ко) Им: о) (х-Хо) при. 

х! о /это эквивалентно определению производной/. 5/ Пусть при <> О 1 
1 (х)- количество простых чисел, не превосходящих х. Доказано, что о) 
к. = при х—>+ео . 


в редостережение. Из $9 ве не следует, т УИ: т при х— хо. Из 
9 А ^Я>. не следует даже, что А-З. и: 

и Нели К = [или ры {2.94 2 че ( ) и Я то. 
о 9492. Док-во: Имеем ГИ и - ИИ 94792 | 


спользуя перечисленные выше формальные свойства, получ | 
594 и - 92<<9»=2 + (2, -92 $9192 им «Я > 
со ии 32$ еды 9. 1$ 


гарри ление 


сы о а 





РЕ 


Отношения 4. << и 1^/Я называются сильными. Говорят, что и й /СиЛЕНО, 
сравнимы, если либо 74 р ‚ либо И »› Либо 4 ^ мя для некоторого 
д; 0. } | 

Отношения сравнения между положительными функциями. 
рем. ых 9 >00 в некоторой окрестности хо. Тогда: 
` ограничена в-нек. окр. хо. 
логарифмически ограничена в нек. окр. хо.. 
25 0 _пих—>ж.' 
1 а". при Е ^ 
. | коли 7 > — нек. окр. Хо, то и 9 сравнима бои - /может РЫТЬ, 
а та Доказательства оставляются читателю. 
Предл. Пусть 2725 ‚в нек. окр. хо. Тогда | уЫЕ о. р 


В «4 ; ий ео 0 ЕР д Я — ды 


о а.Пусть би о; ео Какие из олени Гия В о а, 







а — 
ее 
ТА 


-Фкакие нет? /Т/ 7 об 1 е8 и. ая ^е8 ; 
ый 9 => Ид $ /4/4 м. | 
пр. Пусть о в нек. он хо и фо и. или +2. Говотят, | 
х— 
что пы имеет порядок относите ЛЬНС — вне р { если | 
=. 9 =Р . Очевидно, если имеет порядок И относительно ‚ то 
Она, ве ое —@ относительно Я” так что Достаточно рассматривалр 


сдучай, когда 94) — ое при х—хо. | 
ве Предл.Пусть бои 969 = +29 ‚и 12 А о тогда, 
- а/Ф имеет’ ОВ ок +22 относительно > р >97 Ме г | 
_ б/ Х имеет порядок - 22 относительно 7 а | | 
в/ имеет конечный. п р оттооитьо 29 р, << г я <В, | 
Док-во_ Докажем в/: рр ФИ 9 = > Ей 0 =) р. = Ро | 
< +2) и 9 в нех. к. хо У=>0: Я Е м во 
| ек. ы хо. Очевидно, это условие эквивалентно тому, что ору | | 
при о(< @< Р . Доказательства, а/ и 6/ аналогичны. 
Замечания. Г/ имеет порядок <( относительно . Однако из того, е 
что имеет конечный: порядок относительно Я ‚ не еее что {а 9 | 
‚ для некоторой константы а . Например, любая логарифмически ограниченная = 
функция имеет порядок О относительно . 8/ Если м. имеет порядок Су от! 
носительно, 7 „ 4) имеет поряцок (› относительно 7, и + Те определе, 
но, то+44, имеет порядок би + © относительно . 3/ Функция может 
не иметь проеме порядка относительно - Пример: 969 ах, 769 = 
= 1+ х% ЧИРх /при х— +20 /. 
Задача,.Построить функцию, не сравнимую ни ©. "_ степенью х при а 
0- и 0- символика. Часто вместо {< 9 пишут {= 7 а вместо Г 


ок аньяй 





океане и раенияиииня моет неее стее се ле пеоидерттоитге р 


з А чаи 
а о Обе О О ОНО ОЙ ВИНЫ " : 











` Ух не имеет главной части относительно о ВАЙ лх - относительно 


„ чит, что —4494 << 94 › Т.е. для более точного исследования $ нужно рас 
‚ смотреть разность ф—&л@4 . Если она имеет главную часть 4, 7, › Тоз. ОЧе 


оо 


5 зе 


а ожения . Будем также писать {= 72_ & РОО: 
_- остаток разл Уд | т а А9А о 


{ 


неа 


——-—— 


„= 3 -. 
ее 04) . Если в одно равенство входят несколько вункций вида 0 (4 или 
0 (9) › Их обозначают 0т(9) ‚ 02 (9 и т.д. /либо все через 0(9) 5 если ‚ 
это не может привести к недоразумению/. Упражнение: переписать В таких обо: 
значениях все перечисленные выше свойства /например, 06+) —0(9) г 029), 
0(е) +0(4) = 0(.2) /. а Е 6 : 
Шкалы сравнения, главные части и асимптотические разложения. 
Опр.Пусть К = И или (@.. Подмножество В (К) состоящее из Функций, | 
не равных 0 в Е есть шкала сравнения, если \/ де © выполняется 
/ровно/ одно из трех отношений 9. Я 4 си += ь з 
Ясно, что в @ любое из отнойений 4 9 или ^ д [ приа> 0 вле- 
чет за собой, что += . Очевидно, любое подмножество шкалы сравнения \ 
само является шкалой сравнения. — | Е 
Примеры. 1/ (х-а [6 р: - шкала сравнения при х -—> а+, а в | | 
ЕС - при х—>+е0 ; 2/ При Её (, ‚=->а: (2-дИ|иЕР ; | 
3/ Если а- точка нормированного пространства Е, 04 |] х-а | = [Р1-шка-! 
ла сравнения при х-—> а ; 4/ Ши х—> +20: те. х7| Р- многочлен над @ ^ 
без свободного плена $ ; 5/ При х— Не х®. их Р [ве ЮФ, : 
Опр. Пусть © - шкала сравнения и с" Е (И). Если существуют ненуле- 
вой вектор ав у и функция < 2 такие, что 1 /^/ Я >> 20:8 называет-' 


ся главной частью относительно . Очевидно, главная часть может быть | 
только одна. Ясно, что 4. имеет ту же главную часть относительно любой шка/ 

- ва] п Е р 
лы, содержащей . Примеры: 1/ Многочлен арх’ +...+ ад © ао А О имеет при; 


х—> +20 главную о арх” относительно любой шкалы, содержащей а Рацио'! 

нальная дробь (ах +...+ ам } / (вох” + ...+ Ви) с арво # О имеет главную! 

часть бо, ХИП . 2/ Функция может быть сравнимой со всеми функциями шкалы 
о у 

и не иметь главной части относительно этой шкалы. Например, при х—> оо 


терр оч. т 


реле 


$ 


о с 1; хх = ох" (ИХ - ни относительно {х% (их)Р$°, ни относи-, 


ыы 


тельно 2 е . | 
Обобщение. Пусть имеет главную часть ат) относительно © . Это зна 


р 


видно, 92 © ди {- 8494 - ^2 42 << 92 . Вудем считать, что А» 


‘ где А- линейно упорядочено и с(< В=> 9. >> в. | 
| бир. о что : Че (\/) ‘допускает асимптотическое разложение от- | 


с точностью Я, › если существует семейство аа эле- | 


$ носительно 

“ментов \/ „ из которых лишь конечное число отлично от О и такое, что + — 
ыы & а, Ц Я есть асимптотическое разложение 1 © 
о 9 < |): Сум ^ЯА 


обботью 9 ал9л- 6го члены, Ал - коэйФипиенты , т. а\9- | 


АЕ 


ев ТЕТ АЯ еее 








- м - 


Е Если .. - /вектор/-функлия ветественного переменного, и ая 
к-ло производную в точке. се то ее разложоние Тейлора 4(х) 
Ро "(х-с) и ей ъс) я зсимптотическое разложение с точнос- 
ты” (х-с)" относительно шкалы (х-с)П | 

сормальные свойства: Т/ Вели =, 2 `ал9 + (9), гоу р имеем 
_ 52 ал9)\ + о /асимпт. . и ое можно свести к а. точности/ 

ЬС ты 4. И й из 9((И/имоют асимит. разложения а ал 9 и 7% НВ 
с одной точностью М ‚ а ст и со - скаляры, то ст + “р, = бен 

"УЛ ЧА +00} Отсюда, в частности, вытекает единственность асимпт» Вало ‘они, 

В сомом деле, достаточно показать, что в разложении 0 2 ал9\ + 09) 


все а) равны 0. Если это . так, и ./^ - наименьший индекс, для которого 
а.о, то а = АЯ Ао ( << - противоречие! 3/ Если 
м. т $ <= 97 


= А Й АЗЛ + о. а Я аи О; то Зы есть главная часть { 5. а\9›. 


замечания. Т т, разложение АЯ 4 о( 9 ) еше ниЧёто не 
говорит о значении .в любой данной точкё. Чтобы получить такую инбормацию, 
нужна еше оценка остатка. Например, если ей имеет (+ т- -ую проиоводнУ 
то остаточный член в формуле Тейлора к-ого порядка имеет вид о((к-с) "+1 ) 
с явной оценкой константы. 2/ Функции, встречающиеся в классическом анали-: 
‚зе, часто допускают асимптотическое разложение с любой точностью. Его запи' 
сывают в виде $ 78 ©.) ЧА, ‚; эта запись означает, что = 2, АА ОЕ о(9.) 
‚ для всех хи Этот ряд может. не сходиться ни в какой точке. ко даже в 
Этом случае он часто оказывается более удобным для численных расчетов, чем - 
‚ сходяпиеся ряды! Типичное’ поведение этого ряда состоит в том, что остаток 
на каждом шагу имеет порядок первого отброшенного члена, а члены ряда сна- 
чала быстро убывают, а затем начинают возрастать /в каждой точке/. | 
_^ Кохо: кдение асимптотических разложений есть скорее искусство, чем наука. . 
Мы рассмотрим несколько приемов, часто оказывающихся полезными. 
Сумма. Пусть гй и в. допускают асимпт. разложения с точностью й Ида» 
соответственно. Ограничивая эти разложения точностью бриди (о ›В) и беря их 
сумму, мы получим разложение +4 + н с этой точностью. 
Произведение. Пусть, скажем, { и 9 - числовые Функции, причем 469 
= ао +ах + о(х) и9 (Хх) = вх +в хе + вх +о(°) при х—2 0. Тогда 
(0. (©) = адвтх + (ово + авт) Хх” + о(х”/ . Предоставляем читателю дать 
общую Формулировку для вектор-функций /вместо произведения как всегда рас-. 
Сматривается непрерывное билинейное отображение нормированных пространств/ .. 
и любой шкалы /здесь нужно предполагать, что произведение любых бункций 
из я снова лежит в ‚ все наши примеры обладают этим свойством, 
7 Камбкнивуя ави прмемы, мы получим асимпт, разложение любого уногочлено 
от функций, чьи асимпт. разложения нам известны. 


о Я о ны ий ион плеере затирки горели 
ее $ ы . ВИО г. Ч | к й . Е м аб : 





Когпозиния. Пусть НЕ Не. ` имеет бы, 460 = 0 = ‚ И допускает асишт. 
разлогл‘иие относительно шкалы © с некоторое точностью. Пусть - /вектор-/ 
пунк: ия, п раз дийФеренцируемая в точке 0. Тогда КЕ) = С С —. 
чо(Ё' нри #-0 , откуда Ро {= ое + $" +0(4"] при х—> Хх 


Пролполозич снова, что не относительно взятия произведений. од 
многочлен Со+С1 ИЕ ди ТР СИ и допускает асимпт. разложение относительно 
<. с изэостной точностью. Но и остаток О( РИ) допускает оценку относительно 


©. . п самом деле, если 4 имеет главную часть 49 относительно +, то 
оо (9) ; если же асимпт. разложение 1. - нулевое, т.е. фе [6] (94) 
ня о(Ч") . В любом случае мы получим асимптотическое разложение 
| - ‚которой точноетью. 
оные приемы позволяют находить асимпт. разложения большинства эле- 
мепт.: ох тунхиий. Разложим, например, Гункцию (1-х) г Х при хо? . Име 
аа = © (т/х . (Т+х)) . Далее, [/х. би (Т+х) = Их. Их + Их. 
Их) = и 


{м (1 х/х + 1/х® - 1/2х3 + ое р еУ = Т+у+ у*/2 + 

+ у `/е о 3) т р О, мы Ев: (екуХ = + м х/х + (их) /2х8 + 

Ве" = ( х) Ох = °( (их? /хЗ „Заметим, что если записать остаток для 

е7 в пиле О ‚ то мы можем уточнить наше разложение, заменив его остаток 

на фм х/хЗ - И @(1/к”) | 
Дольче мы будем заниматься “ункциями действительного переменного. Мы бу-. 


дем исследовать поведение бункиий при х—> +0 ; случаи у» -—2ж, ута+и 

`у-—> а- сводятся к этому с помощью замен х =-у, х = Т/(у-а) их = {/ (=), | 

Нас бупст в основном интересовать поведение примитивной данной функции. 
Интегрирование и дийференпирование отношений сравнения. 


Интогтиоование слабых отношений. Поедл. Пусть 4 и - правильные Сунк-о 
5 ‘и на [о,Ноо), причем неотрицательна и #)4 >О /может равняться 
+22 /. Т Тогда: 59 => 24 <. < И. т уе. при х-> +02. В частности, 
если ("^^ Е сходияся, я +) абсолютно сходится. Док-во:по ус- 


ОВИ, ни! путся числа ы за и к — 0, № что ИРСЧИ= 909 при ре во 
Отсюда || ( 22) 1 =} ЗА 1 46% ф другой р взбе 
В о большим, Что (6946) рый О ‚ Тогда, [ Г( 414) г: К. ( Аг 
для полоторого Ко > 0. Беря к = мах (тика) ‚ видим, что | пар 
и. 9] Ир ‚ что и требуется. 
Слоде ле —. и 79 положительны на [в 29, е при х->рао , то 


} Хх. 
ИИС сильных отношений. Пусть 4 И Я - такие же, как в предыду- 
шем. а хонии. Тогда: &/ Бели [199 9) (6) о сходится, то из того, и 


Ро и 
О глес= ние вытекает, что Е о <}. и ый 
.: ел В ‘(779 94) Е, 6/ Воли ( ._ уе ме. ар 


(соотв. 











А 


из того, что 4 << Горотв, ут И ООВ: 9 И) ее [98 5 
/соотв. Е Жи) о ^9 ео 9 (6 /. Док-во: Достаточно доказать наши ут- 
вериле ния ДЛЯ и. (поскольку Фи^-С р <<9 /. Фиксиру2 $20 
По условию, найдется ВЕ - такое, что [|460] = т,  пихрв. В слу 


чае имеем {* "= Г Ни М 79а при х> в, что 


И _требустся В случае 6/ , и имеет р. ты ИА < 
< [49 и В @ при = в, где С- т Е Найдется: в” > в, ° 

такос, т аи 1) Е пих> . Значит, при х> в’ имеем | 

т ХОЗЕ р р (9% , что И бат. 

ь Примеры? 1/ Поскольку 1/х << х при (> Оих-—++22, мы снова полу-' 

чзем, что йх << 22° .2/ Имеем р ели (1-1/х) жи еХ/х при х—> 

—> -а2, откуда получаем, что Е +4 ^^ еХ/х при х—> +2. 
Лигборенцирование отномений сравнения. Вообще говоря, отношения срав- 





—ненуи нельзя дифференцировать, даже если рассматриваемые Функции монотонны в 
ие имер, хе + холих + 605 х^/х” при о Но «(2 + сое х)7 2х. 
Отмотим в связи с этим и любопытное утверждение: Задама . Пусть 
(ху. 4(%) при х—"ое ‚, где: - функции класса С“, причем #- воз- 
раставийя и выпуклая, и та - также т  оНаЗТе что. т 








при х—>+22/это доказано аботе и ИУ там ид РА Сом 4 Е 
о Ин 1758, ио,4(1981),526- 52/7! 
Возврашаясь к общей теории, мы о что при некоторых условиях от- 
ношения сравнения можно ди ференцировать, если заранее предположить, что 
произголные сравнимы. Утворждением такого сорта, является известное нам п”. 
вило Мопиталя; мы докажем некоторый его вариант. | 
опр. Говорят, что числовые функции {и ‚ определенные на [а,+ 22) 
стазниим порядка 1 при х-7 Фо, если они дибференцируемы в некоторой ого - 
стности +00 /кроме, быть может, счетного числа точек/, и их произволнио 
вильни, имеют постолиний знак и сравнимы при х—>- 2. 
Нредл. Вели + и Я ставиимы порядка. Т, то они сравнимы. При этом, ссли 
о нс эквивалентна ненулевой постоянной, то 7 9 (соотв. фи с9 / => 
=> р’ < 9' (соотв. : И Док-во: Так как 4’ и 9' имеют постоян- 
ный знак в некоторой окрестности +28, то и 9 монотонны, и, значит, имет 
поелелны /быть может, бесконечные/ при х->+а9. Вели один из этих пределоз 
конечен и отличен от О, или осли один из них равен 0, а другой бесконечес, 
то и 3 ‚ очевидно, сравнимы. Остаются два слу либо фи 9 обе стре- 
) 


либо обе- к+>2 . В первом случае : ой интегрируемы от а до 
Во, Вт т 








уз 
1}:, 





мятся к 
+00, и имеем = — (*® кра, (=-[ и 
случае. Ги $ не о фреы а [,+ 25) а, +6)-= 4 ОЕ 


> ‚4 444, 969 Чо Е < и ‚ В силу пред;- 


= 
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душого предложения, в обоих случаях 4 и сравнимы, причем с тем же отно- 
шением сравнения, что. а . Первое утверждение предложения доказано. 
Для локазательства второго с учетом уже рассмотренных случаев достаточно 
разобрать случай, когда 4 ‚ иф имеет конечный предел при Я 
а, Я - бесконечный. Ясно, что + интегрируема на [а, +29), а - нет. и. | 
чит, нирчнЕ отношение ва р”! не может выполняться. а #' И 
сравними, мы получаем, что’ 1 зе ‚что и требуется, 

Главная часть и асимптотическое разложение примитивной. , 

Пусть - правильная положительная функция на Е а, ‚+ 9), Если й (4) 
сходитсл, то интересно, насколько быстро его остаток 3, Иа стремит-' 
сяк О при х-—я фо ; если же этот интеграл расходится, то интересно, на- 
сколько бистро | = (4) 6 стремится к 199 „Для удобства Формулировок поло-. 
м 7) |. , если фи интегрируема на [а, + 29) ‚и ЕО)= 

(#) в противном случае. Мы вычислим главную часть ЕО) при х—> и 
ив в некоторых дополнительных предположениях на ‚ А именно, пред- - 
положим, что а следующему условию: 

/=/ бункци Ир Фих сравнимы порядка Т. 

Инеми НИТИ, /*=/ означает, что -ф дифференцируема в некоторой окрестнос- 
ти 00 ‚, $’ имеет постоянный знак, и существует /конечный или бесконечный, 


Й р 
„би М р ри № = В силу предыдущего предложения, из /*/ вытекает, что $ : 
имест пот: о относительно х. 
Теорема. тва удовлетворяет /*/ и имеет порядок р относительно х, 
т.е. нс а (5) Я . Тогда: а/ Боли [м конечно 'и отлично от -Т, то _ 
ЕЛИ +4 (Хх Ро 6/ Если М= № <о у и если фуенщий РИ их 
Г . рядка Т, то ЕО. и (Хх) ИД . Док-во: а/ Пусть сначала 
-м>-* . Тогда 2) с И. И) 4 не 
и Хх ие а“) 642) } 


по м получаем: ко 
Отсюда | (608) }+4#' 4) с хрео - _. ад же о х-—>+2, т.к. 
«(> хи >41 . С друрой сто роны, (49 269-+х4#”69)/) = ие+1 
#0 хаб те 5) 2: ( +1)- х) у О + это отношение, ми 
ВИЛИМ, Ито Го рас гим-ФЕСО. Отсюда следует, что Хх 
^^ (м+4 д) УЕ ‚ что и требуется. „Прим доказательство аналогично, 5 
0/ Пусть МЕН , так что и ее ОИ Оль Положим ИН РВ, 
Интогрируя — астям, получаем: Е = ГР ее = | 9+ 29 (х) #6- 
- 9%) (а) - 29 )9'(#) и . Условие м „очевидно, — ие 
9<) Е а Сд по условию 9 их сравнимы, порядка Т, то по преды- 
‚дутому предложению (х=<4 = 9. 2 => В. Ра (2) << Род, 
" Отсюда = @ые/4И ‚ что и р Случай ре 


разбирается соверленно аналогично. Теорема доказана. 


# 
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Применения. Заметим, что условие (№ выполняется ля функций наших шкал 
® кВ И ПеРСх ‚ где Р- многочлен без свободного члена, При этом число 
в теореме, т.е. порядок функции, равно д ДлЯ хо — их )Ги 22 /в зави- 
симости от знака старшего коэффициента Р(х)/ для еР я а теорема дает 
главные части примитивных всех этих функций /кроме функций (тх УР/х, р” 
которых примитивная находится в явном виде/. Например, для функции ( и 
А И 


/"интегральный ое наша, теорема ил непооредотвенное у етрирование 
по частям дает, что [* ри и Х — сои г 
бт и «а, дн + — дх 


А 4 [71 (2) 
Фи, и в том же духе, подучи А разложени: 
х х . 2х 3 Ре ы = 1 х. а р 
2. 4;$® -о 
М ах я" (их ой (их 


Заметим, что все члены этого разложения стремятся к+с0 при х—>+м ‚а 
_«акже при а о в 2и и — ие для остатка интег. 
рала Гаусса получаем ( 8 {+ о 12 и 2 -27/2 в — 
Те ег" —) СИ - (26 58, ЕР ри ‚ Снова продолжая В Ра же духе, можно 
получить асимптотическое разложение. 

Пусть теперь и. — некоторая шкала при х— +, состоящая из полокитель 
‘ных функций и такая, что примитивнне функций из и допускают асимит, азО 
жение по а Мы покажем, что если — допускает асимит, ИО 
относительно Ё с некоторой точностью, и примитивная Го)= (74 -й (а 
допускает такое и Пусть 4-2 г \ 9 А = бт где "5. хо ( (9) ; 
Имеем Р()= О. 9 ры | + (^« в и. . Если те 4.8) (Е  тасходит 
ся, те. а ик и ( т (2), и мы получаем‘ асимит. разложение, ЕО) о 
асимит. ^ЕЗлок жения. паи, | Я 6) 68 . Пусть теперь Г ны я 

_ сходится, и пусть В - наименьший из индексов АЕ 5 ДЛЯ которых “А А Они 
}/ 


(ие сходится. тогда Ро); РА А +С- ри а > 
ее „лес = о Рады коме". паев 


ей И 2 |. В. 4 Е —. уда снова получается асимит. т 
ЕО. Изложенные приемы позволяют Находить асимпт. ОВЕН примитивнк 
от весьма широкого класса функций. = 
Применения к рядам с. полохительнныи членами. Будем для удобства назыза" 
рядом с положительными членами такой ряд д (ии). ‚ чтоМИи>О при достаточ- 
но больших п. Сопоставим такому ряду о функцию и ‚которая раз 
на Ци» припех< С.. ТОРЕ ра Ир (Е) с ‚ откуда сходимостт 
ряда (а и эквивалентна сходимости Кн 6) 6 . Очевидно, все отношения 
сравнения между послецовательностями “эквивалентны соответствующим отноше- 
’ ниям между ступенчатыми функциями. Поэтому доказанные выше предложения 00 











= 9: 


интегрируемости отношений сравнения дают р а утверждения о ря- 
ть Например, о И сходится ии Чи, то ряд (и) сходится 


—^ 


и ® 
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в ЕН а асимит. разложение частичных сумм ряда относителт 
но шкал сравнения вида 99) (м! р $ еб = 501 - некоторая шкала сравие- 
ния при х-—>--оо, состоящая из положительных функций. Пусть общий член ряде 
((„) допускает асимит. разложение по шкале $ 9л(И) _с некоторой ТОЧНОСТЬ 
Мы хотим найти асимпт. разложение частичных сумм 5„= и . Рассужде- 
ние с ве страницы показывает, что дело сводит як АНЛОЖОДИЕ части‘ 
НЫХ сумм 7, Ч (р) = те еб . На этот счет есть теорема, дающая главвую 
часть сено, суммы при некоторых предположениях на Я ; она аналогична дока- 
занной выше теореме о главной части примитивной. мя дадим ее утверждение в 
качестве задачи /см. задачи/, а се! гчас рассмотрим другой замечательный спо: 
_ 0б, позволяющий сразу написать все асимит. ое такой суммы в наибо- 
`лее важных случаях. 

формула суммирования Эйлера- мавлорена» 
Сначала- эвристические соображения. Пусть [6 - беоконезвя.] пибференци 
 руемая функция на [0)+20). Мы хотим "вычислить" сумму ©и= +0. Е 
Задача буцет решена, если нам удастся найти функцию Г (х) ош а- 
а Ебд= 4 Хх) ‚ поскольку, очевидно, тогда 5„- Е) - Е@),_ 
Предположим, что Е бесконечно диферениируема и раскладывается в ряд Тей 


лора. Тогда 26д= Е+1) в. —. РИН «Это равенство можно 
и, записать в виде Ё ем | ; сле через ий р опе- 
ратор & о ен формальных преобразований, дает: (е2- ПЕ=Х 


—Е= 1/(еР -0 2 == 242.0. 50 ыы 
можно разложить в формальный степенной ряд 2. ие Е НООвЫВа об этом 
—см. чуть, ни ‹е/; коэффициенты В„ называются чиоленИ Бернулли . Мы получаем: 
= м Я итетрируя это равенство от О до п, окончатель- 


Но получаем ( О лид. а 


же (Че +=, О и ео 
это и а "она “лера-м а Разумеется, наши рассуждения ни В Кое 
мере не являются доказательством; кроме того, ряд в правой части, как пра- 
вило, расходится. Однако, оказывается, что В наиболее интересных случаях 
формула имеет смысл асимитотического разложения. Мы дадим строгий вывод 
формулы с точным внражением остаточного члена. 

Прежде всего, вернемся к определению чисел Бернулли. Чуть позже мы по- 
кажем, что функция = (2-4) аналитична при |2|5О9т 3 числа ВИК! являют- 
коэффициентами ее ряда Тейлора. Однако и формальное определение имеет. то` 
ный смысл- оно означает, что выполняется равенство формальных рядов 





в 


где после развертывания мя надо все степени заменить нижними индекса- 
ми/. Из этих равенств последовательно находятся все Вт. Например: 1+ 2В-- 


= 0—> В] = - Ш, Г + ЗВ] + ЗВ. =`0 => В} = 1/6, 1+ 4Вт+ 6В5 + В. 0 
ее Вз = О ит.д. Нам понадобятся еще многочлены Бернулли , котозне опое- 
деляются формулой В 09 = Е 2 (2), ое символически, НЕ о@9 = _ — 


Теотема. Пусть {59 -.р раз непрерывно диб а - на от 
о ту "Тогда и о 


р У ре 
е Л 34 ры бы часть числа — ие ян иф- . { 
Док-во: Напомним формулу Тейлора, с остаточным членом в интегозльной 


_ борив: Еб+4)- Ед= Ро + Е +. +Е ЕО я ге 17 9-Е 
Просуммитовав по и Ор -О до г ь пт (9+ 9, и 
Е-Ео=2. +412. ‘Р®) кА: 20 а т НИЕ Е Вс, 
Мы и эту С последовате ЕН ля Ро= {2 = (д ‚700+ р и ( Хх), 2 
(Р- 17 ( 1» закячивая А. каждый раз`членом с + п $ поло-. 
жим еще © о. а Я) (0 << в . о при 0<к=о имеем: 
. ( —Ё 
С )- -2- м (0)=,2 И, 15+ т й р и-Ё) 16° А. 
’/при к = 0 в левой ча ти Иортоит [" (2) И, НОЖИМ __ из этих боомул р 
на В т и просуммируем по кот 0 до р. 1 ри перучим; 


Ву) = 9 Л 29) ВА Я | 
о 5 заметить, что при}> 4 а Е Ра право а равен. 
0 по определению чисел о 
Рассмотрим теперь некоторые свойства чисел и многочленов Бернулли, ко-_ 
торые позволят нам записать тождество (№) в более удобном виде и дать хо-. 
рошую оценку остатка. 
Свойства чисел и многочленов Бернулли. т ее" 
1/ Вот = 0 при к2. Док-во: Имеем 1+ 52 (В, Ик = =2=-1 —. 
==, 21. = ее те- 272. . Поскольку в правой части стоит четна 
^ ег2-1“ г. ‘е2- 27212 
функция от 2. ‚, все коэёфициенти при нечетных степенях 2 фавны 0, ч.т.д. 
#/ Положим ЕС Г [= у-7 /. Только что ЕВЕ ое ‚зование 
показывает, что == += = ее . ФУНКЦИЯ ый. была исследована в 
прошлом. семестре г 1 омойЬЮ ее эйлерова разложения, В частности, было лока- 
зано, что бункция с аналитична при [2 | < и ее разложенир з сте- 


пенной ряд имеет вид м И 12 к И. гео = ай р 


15. 
Отсюда вытекает, что Сункция Я 1) `&налитична. пои |2. [520 ; ; приоавни- 








2 (ак) 
| рае" 
З/Поскольку 529 > 0, из 2/ овытенавт, что знак Вох равен (-. и 
4/ Ясно, что 5(2к)< 5) 4 2, откуда следует, что | Ва (9 ый т 
< 4/ (246) ° Кроме того, ео видеть, что Сет при к—ра ‚ откуда 
Вок (ед! СПИТ 2/(257)* К . Отметим еще, что из 2/ снова а. 
что число с(2к) / Т^Е рационально, 
'5/ Перейдем к многочленам Бернулли. Их свойства проще воего вводить 


из выражения для а а ии: 5. ты и - 


В и_ 225 Вь 
Рае: о и! = -2> Нео" Рь 
в > 
6/ Ва(1-х) = туп В 6. р. рт иди и_ ее ху . свейСо 
е2-4_ 


‚вая коэёфициенты, оЖуНЕ И Во, /(2к)! = [бе 





, | 





и ве "Г. ее 
/мы поделили числитель и знаменатель Ка аа = ВнбИи ((С2)Й Откуда 
следует наше утверждение. 

7/ В силу 6/, `В ы = (-ПП В © (-1)" В; . Таким образом, при чет-` 
ном п В а (7) В 2 при ночотном п> т В (1) =0. 
8/ В. и] 5 - (1- те в В частности, В; (с) = О при нечетном п 

Е это _ следует из .6//. Док-во #- В, ( Туи И 


1 


2(272+1-).- =_= _. = Ви и=О 
02-1 2-1 224 ` 251 (2) -2 Виа", 
откуда опеиет наше утверждение. и=о ПП; 
УЕ '() И Вито) при п 2 т. Док во: дидферен ей производяшую 
функцию .5/ по х, мы получим ие = - о и+4_ о - и и 
22-4 = И= = ит | 


Отсюда вытекает наше утверждение. 
10/ В. (к+Г) - В = пхП-Т. Мы оставляем доказательство в качестве 
упражнения читателю. Заметим, что отсюда вытекает т и 
АТ ИТ 1... (р-Т) ПТ = Ма .( В. @) - - 12 (13 И. 
/впрочем, это следует и из теоремы на предыдущей о 
Доказанные свойства позволяют исследовать поведение многочленов Бер- 
нулли на отрезке о, 1 | 


Предложение .При НЯ гра®ики многочленов — о имеют О ид: 
И=ЧЕ+2. И= (+5 | =4+4 


4 





о о 
к р. 7 








Дод-во? В силу ТИ, 7” и 8/, при нечетном п > Т многочлен В, ( 
коони 0, .’ и + Докажем, что он не имеет других корней в инт 
(о г Предположим, что это не так, т.е. Вл — имеет корни 0< 


ы 

< 1. Дважды применяя теорему Ролля, мы ви) т то 8/(). и 
в каждом из интервалов (03 ат), (ат»а>) И ат) ‚ откуда В 1х) 
два корня в (©, т В силу 9/, это означает, ито Ва _2(х) также игоет два 
корня в (, т .Повторяя это а МЫ получим, что многочлен 8т(х) , 
= х - 1/2 должен иметь два корня в (©, т) - поотиворечие. Таким образом 
при нечетном п многочлен В ы сохраняет постоянный знак на каждом 
интервалов (0, 1/2) и (175 т Поскольку В. (х) = 2к Вок-т(х), мы видим 
что Вах (х) монотонно в каждом из этих интервалов. Т.к. знаки значений 
Вок) в точках 0,1/8 и Т нам известны, отсюда следуют все наши ка 
ки. Следствие; Вы. 69! < [Вох] При О = 1. 


Пользуясь доказанными свойствами, мы можем переписать формулу эйлета`”. 
Маклорена следующим т если ра - 2о раз непрерывно диёференциру- ° 


емая Сункция На Е Гоп. (24- и 2-4) 
и) 


т о 56 +1 фо 2 Те. р. Е. о) -Р. в, 
р Иер, в РГ) м (Рае . Оценим остаток. и 


1 
и. о среднем и последнее слёдствие, мм видим, что [К (п) |= 
< [Вер |/(ер)!, ( то „ НОР) (4) 14% . ВСЛИ т имеет и НЫЙ ЗНЫЕ на’ 
Го, пу, то эта оценка переписывается в вице | (и) Е ее РИ | 








Е 
ы 
1 


пр (1-1 0 
т.е. остаток по модулю не превосходит последнего а а члена о 
ля, отсюла, очевидно, вытекает, что | Кьь- 5) <2, №. РУ (26)! ||? 


С (и)- 4 о, т.е. остаток по модулю не ее удвоенного 
отброшенного члена. и ь 

Примеры. ИЗ = = Г/х на [у 25). Таким о речь идет об доме. 
тотическом разложении частичной суммы гармонического ряда Вы = т. ю- 
... + г. Формула эйлера-! Чаклорена дает: р: Е ок СИ 


-. «Ик, теле ". Б. СЫ’ и . Перенесем т И в 
Е часть и перейдем к ео в п-> 22 /и Фиксированном р/. Очз- 
‚ видно, предел в правой части сумествует, так что мы еще раз доказзли 
существование Ее Эйлера и О Я ей и) а заодно получили 
бормулу |= > 1 + 2 Ро /оь у ГВ) ый г 57 т 
переписать Ну о орлу в виде вы в, и я И К 


О? 


РР } я 
р (\) = | В. И. РИ я . аки та ше, мы что | ре 1 
= р 2 а имеем асимптотическое разложение Е ^/ 














фи — Е ь о 
Я Пл ЕК + ‚ где остаток в каждом ме 
по модулю не превосходит удвоенного первого отброшенного члена. Зэаме- 
тим, что ряд в правой части расходится при каждом п, поскольку е 
щий член стремится к с< |! Тем не менее, его конечные суммы дают очень 
хорошее прИдиНеНИе для Н, при больших п; например, имеем ] Н -мп- 
- 1/2 + /12п® - 1/12004| < Т/Т26тб ” 
И 4 = Фих на. [+ =), т.е. речь идет о нахождении асимпто- 
тики дляфии! . бормула суммирования дает: 


И -1+ 1 (Че В. те о 


аа =а22ь-1 2р 4 
Как и в предыдущем примере, - следует, чта р дел г нь 
—ибли+И > сбии ) существует и равен 1 - „Вак/2кбЫ сие 


м ТУ — р. РР АЕ, откуда, пи = ими =: ты ми+С ра 
7 в (ек-П) . ТАРЕ-Т - Мар. (ВВ ИЕР 96 Как и вы, 


отсюда вытекает И и ^^ ибии- -и+4 бис + и 
+7. { Вак/2к @к-П. Т/нАК -1, где остаток не превосходит о. модулу уд- 


= первого отброшенного члена. Беря А получаем асимтто- 
тическое разложение для п!: п! = изу п, (1+ о(Т)} . Используя оаз- 
ложение экспоненты в ряд Тейлора, ми можем получить асимптотическое - 





ложение остатка, 1+ 9” с любой точностью; например, следующее прибли- 
жение имеет вид Т + 1/12 + о(1/п) . Эта бормула для п! /с точным эна- 
чением С, которое мы сейчас найдем/ называется бормулой Стирлинга. 
нахождения С рассмотрим биномиальный коэйфициент 
ме 21, лун. После. несложных преобтазований получаем отсюда, -.79 










Ри :2 
в“ Вим Пана ОП . 2. Вспомнив бормулу Валлиса, мы види, 
Ио И 3.... 21-1) ПН а .)7 
Га ры 
что ее” =\АХЛ, . Таким образ ом, “ормула Стирлинга имеет вид пали =, 
Отметим, что мы использовали общий прием: с помощью логарис Я 


им атиам 


экспонент асимптотическое разложение виххиияинякя произведения сводит 
ся к разложению ИЕ 


ыы 


Тема. 4. Дибберенциальное исчисление бункций векторного аргумента. 
Эта тема прекрасно изложена в учебнихе А.Картана " Дибференциальнсе 
числение. Диёберенциальные вормы", ан 197Т. Содержание лзЕ и“ 
практически совпадает с $5=-5 главь {. Настоятельно рекомендуем чатата 


лю проработать эту. книгу целиком. 





